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hli  lji (0.2)
ここで，li は li の大きさを表す．
0.1.2 平均二乗回転半径
ある瞬間における，1本の高分子鎖の重心から i番目の構成要素へのベ
クトル Si（i = 0，1，2，  ，n）の大きさ Siを用いて，回転半径（radius







S2の平衡平均 hS2iを平均二乗回転半径（mean-square radius of gyration）
と呼ぶ ．次節で述べるように，光散乱実験から直接決定できる．i番目
の構成要素から j 番目の構成要素へのベクトル Rij の大きさ Rij を用い





































数分率 ni  Ni=
P



































的半径（eective hydrodynamic radius）RH が評価できる．





溶媒に溶質高分子を添加した溶液の粘性係数 は 0 に比べて大きくな
る．溶液の（質量）濃度 cが小さい場合，は次のような展開形で表すこ
とができる．


































































ある．hli  lji = ij l2であるから，式（0.2）より，結合数が nの自由連結
鎖の hR2iは次のようになる．
hR2i = nl2 (1.1)
hR2iは nの値に依らず nに比例するが，これをモデルの定義としてもよ



































状態のガウス鎖の RH，VH は hS2iと次のような関係がある．
RH / hS2i1=2 (1.5)









hR2i / hS2i / n1:2 (1.9)
ガウス鎖を用いてこの関係を導いたのは Floryであり，高分子繰り込み群
理論 4{6 の結果もこの関係を支持している {．式（1.5），（1.6）の関係が
良溶媒中においても成り立つと仮定すると，M !1の極限における RH
と VH のM 依存性は次のようになる．
RH /M0:6 (1.10)
VH /M1:8 (1.11)
x両端間ベクトル Rが R  R+ dRにある確率が P (R)dRと書かれるとき，P (R)を
分布関数あるいは確率密度と呼ぶ．
{高分子繰り込み群理論からは hR2i / n1:176 が得られている．理論構造に問題はない
が，指数は近似値であるので，Floryの求めた指数 1.2より信憑性が高いとは考えられない．
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（viscosity-radius expansion factor） が用いられる．
hS2i = hS2i0  2S (1.12)
RH = RH;0 H (1.13)




除体積効果に対する摂動理論によれば，S と H， はいずれも排除体
積パラメタ（excluded-volume parameter）z のみの関数として表すこと
ができる．高分子の構成要素の排除体積を表す（有効）二体クラスター積
分  を用いて zは次のように定義される量である．


























図 1.1 hS2i=xw 対 xw の片対数プロット: (a) a-PS／シクロヘキサン，34.5 C
(); (b) a-PMS／シクロヘキサン，30.5 C (); (q) a-PMMA／アセトニト
リル，44.0 C (); (r) i-PMMA／アセトニトリル，28.0 C ()．
分率 fr = 0:59のアタクチックポリスチレン（a-PS），fr = 0:72のアタク
チックポリ（-メチルスチレン）（a-PMS），fr = 0:79のアタクチック
ポリメタクリル酸メチル（a-PMMA），ならびに fr = 0:01のアイソタク
チックポリメタクリル酸メチル（i-PMMA）の hS2i0=xwのデータを示す．
ここで，xwは重量平均重合度であり，高分子の繰返し単位の分子量をM0





する高分子の固さと優位な局所形態 | 個性 | の違いによって生じてい
る 7．何れの高分子もM0 ' 100であるから，少なくとも hS2i0に関する
























(jlj j   l) (1.A.2)
当然，p(lj)は次の規格化条件を満たす．Z
p(lj)dlj = 1 (1.A.3)






















eikl(jlj   l)dl = 2l2
Z 
0









































l4k4     
n
' e nl2k2=6 (1.A.9)
したがって，n  1かつ R . pn l  nlのとき，P (R) は近似的に次の
ように書くことができる．
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面の方向を ni とした波数ベクトル ki の直線偏光を測定溶液に入射する．
kiと散乱角 の角度をなす散乱光の強度を偏光面の方向が nf の検光子を
通して測定する．散乱体の中心から rの位置における入射光のつくる（複
素）電場を次のように書く．
Ei(r; t) = niE0 exp[i(!i t  ki  r)] (2.1)
ここで，E0は電場の振幅である．また，!iは入射光の角振動数であり ki































れる時刻 tの散乱電場 es(R; t) は，CGS Gauss単位系（附録 2.A）を用い
ると，次のように与えられる 1y．
es(R; t) = 









jR  rj ' kf
jR  rj 1 ' R 1
だたし，kf の大きさを kf とした．さらに，
p? = p  jR  rj 2

p  (R  r)(R  r)
=  jR  rj 2(R  r) (R  r) p
の関係を用いると，es(R; t)は次のように書かれる．
















k = kf   ki (2.7)
全散乱体積 V からの es(R; t)を足し合わせたものが (R; t)における散乱
電場 Es(R; t)となる．







eikr(r; t)  ni dr

(2.8)
さらに，偏光面の方向が nf の検光子を通った散乱電場 Es(R; t)  nf 
Es(R; t)は次のように書かれる．



















eikr(r; t) dr (2.9)
ここで，(r; t)は次のように定義される量である．













~(r; !) ei!t d! (2.11)











~(r; !)  ni expfi[(!i + !)t  ki  r]g d! dr (2.12)
したがって，p(r; t)は溶質高分子の運動によって生じる分極率テンソルの
揺らぎによって変調され，角振動数が !i + !の誘起電気双極子能率の重












図 2.3に示した光路差lによって生じる位相差 jkf jl（' O(1)）に比べ，
の揺らぎの角振動数 !と !i（' 3  1015 sec 1）の比 !=!i は無視でき






したがって，散乱ベクトル kの大きさ kは入射光の波長 iと散乱角 を
用いて次のように書ける．
k = (4~n=i) sin(=2) (2.13)
2.1.3 散乱電場およびその強度の相関関数
揺らぎによる散乱電場Es(t)の時間変動は次のように定義される 2次相
関関数 f (1)(t)ならびに規格化された 2次相関関数 g(1)(t)によって記述さ
れる．











I(t) = Es (t)Es(t) (2.16)
I(t)の（強度）相関関数 hI(0) I(t)iは 4次相関関数 f (2)(t)とも呼ばれ，次
のように書かれる．
hI(0) I(t)i = f (2)(t) = hEs (0)Es(0)Es (t)Es(t)i (2.17)
















イッチング速度によって決まる．現在の所，10 6  10 7 sより遅い揺ら
ぎは時間領域測定によって調べることができる．
先にも述べたように，変調を受けた散乱光の電場は色々な角振動数 !の
電場が重ね合わさったものであるので，I を !の関数と考えて I(!)と書
くことができる．この I(!)を強度スペクトルと呼ぶ．Wiener{Khinchin






f (1)(t) e i!tdt (2.20)
したがって，散乱光を分光して I(!)が決定できれば，原理的には f (1)(t)



































そのような高分子が散乱体積 V 中にN 個ある場合，(r; t)は次のよう
に書かれる．





[r  rpj(t)] I (2.23)
rpj は p番目の高分子鎖の j番目の散乱体（構成要素）の位置ベクトルで
ある．したがって，(r; t)は次のように書かれる．
(r; t) = 0; (r; t) (2.24)




















ei!itN(n+ 1)S(k; c; t) (2.27)
ここで，S(k; c; t)は次のように定義される質量濃度 c = MN=NAV にお
ける構造因子である z．




h^p(k; 0) ^p0(k; t)i (2.28)
zh^(k; 0) ^(k; t)ieq が cの関数であることを明示的に示すために S(k; c; t)と表記した．
通常，構造因子は S(k; t) と表記される．
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有限濃度 cにおける 1本の高分子鎖の構造因子 S1(k; c; t)を次のように
定義する．
S1(k; c; t) = (n+ 1)









S(k; c; t) = N 1(n+ 1) 1
NX
p=1
h^p(k; 0) ^p(k; t)i
+(2)3(N   1)(n+ 1)V  1(k) (2.33)
右辺第 2項は式（2.28）2行目の p 6= p0 の項によるものであり，前方散
乱に対応するが，以下では無視する．N 本の高分子は全く同等であるの




S(k; c; t) = lim
c!0





I は I(t)の平衡平均 hI(t)i = hI(0)i = hIiに等しく，式（2.14），（2.16），
（2.27）より，次のように書かれる．







N(n+ 1)S(k; c; 0) (2.35)





S(k; c) = S1(k; c) + (N   1)(n+ 1)h^1(k) ^2(k)i (2.36)
ここで，S1(k; c)は式（2.31）で定義された S1(k; c; t)において t = 0とし
たものであり，^p(k)（p = 1，2）は式（2.30）で定義された ^p(k; t)にお
いて t = 0としたものである．^の添字 1，2は，系（散乱体積 V）に含
まれるN 本の高分子から適当に選んだ 2本の高分子の標識である．なお，
式（2.31），（2.36）の h  iは，有限濃度 cにおいて，系に含まれる全ての
高分子を考慮した平衡平均である．
有限濃度 cの溶液中における高分子の 1体および 2体分布関数をそれぞ
れ F1(frn+1g; c)，F2(frn+11g; frn+12g; c)と書く．frn+1g = (r0, r1,   ,










F2(frn+11g; frn+12g; c) dfrn+11g dfrn+12g = 1 (2.38)
F1(frn+1g; c)を用いて，S1(k; c)を次のように書く．














F1(frn+1g; c) eikRjj0 dfrn+1g
(2.40)
Rjj0 = rj0   rj は一つの高分子の j 番目の散乱体（構成要素）から j0 番
目の散乱体へのベクトルを表す．
A2(c)と分子間干渉因子（intermolecular interference factor）P2(k; c)
をそれぞれ次のように定義する．
A2(c) =   NA
2VM2
Z
g2(frn+11g; frn+12g; c) dfrn+11g dfrn+12g (2.41)
P2(k; c) = (n+ 1)
 2
Z






g2(frn+11g; frn+12g; c) eikRj1j2 dfrn+11g dfrn+12g
(2.42)
ここで，g2(frn+11g; frn+12g; c)は次のように定義される関数である．
g2(frn+11g; frn+12g; c) = F2(frn+11g; frn+12g; c)
 F1(frn+11g; c)F1(frn+12g; c) (2.43)
Rj1j2 = rj2   rj1 は高分子 1の j1 番目の散乱体から高分子 2の j2 番目
の散乱体へのベクトルを表す．二つの高分子の分布が互いに独立な場合，





は，二つの高分子の間に他の高分子が介在しなくなる c! 0 の極限で，滲
透圧の第 2ビリアル係数 A2（4章）に一致する．
A2(0) = A2 =   NA
2VM2
Z
g2(frn+11g; frn+12g; 0) dfrn+11g dfrn+12g
(2.44)
以上のように定義された P1(k; c)とA2(c)，P2(k; c)を用いると，S(k; c)
は次のように書かれる．
S(k; c) = NAV N
 1(n+ 1)M 1P1(k; c) c
 2NAV N 1(n+ 1)A2(c)P2(k; c) c2 (2.45)
この表記を導く際に，前方散乱に対応する (k)を含む項を無視した．以
下で，k ! 0の極限を考える場合，この有限な kにおける値の極限値を意




P1(k; c) = 1
lim
k!0


























































+ 2A2Q(k) c+    (2.51)













また，k ' 0のとき，P1(k; 0)は次のように書かれる．




hR 2jj0i k2 +   
= 1  1
3

























hS2i k2 +   

(2.55)







の相互作用が無視できる稀薄な溶液の場合，式（2.34）より S1(k; 0; t)に
関する情報が得られるが，この S1(k; 0; t)から一つの高分子の並進拡散係
数Dが決定できることを示す．以下では，簡単のため，cの値を省略して
S1(k; t)と表記する．
一つの高分子の j 番目の散乱体の位置 rj(t)を次のように書く．













である．したがって，k  [rG(t)   rG(0)] ' 1  k  [Sj0(t)   Sj(0)] が満
たされるような十分小さい kならびに十分長い時間スケールで，S1(k; t)
は次のように書かれる．











P (rG; t) = Dr 2rGP (rG; t) (2.59)
ただし，Dはそのような長い時間スケールでの並進拡散係数（translational
diusion coecient）である．式（2.59）の解で時刻 t = 0において rG = r0G
であるような条件付分布関数 G(rGjr0G; t)は次のように与えられる．
G(rGjr0G; t) = (4Dt) 3=2 exp
  jrG   r0Gj2=4Dt (2.60)
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drGG(rGjr0G; t) eikrG (2.61)
rG(t) = rG，rG(0) = r0Gである．式（2.60）を式（2.61）に代入して，rG，
r0G について積分すると，S(k; t)は次のように書かれる．
S1(k; t) = (n+ 1)
2 e Dk
2t (2.62)





















位置 rにおける流体の速度 v(r)は次の定常 Stokes方程式 { を満たす．
r  (r) = 0 (2.65)
{ここでは，時間に関する微分項 @v=@t を含まない定常流場に関する Stokes 方程式を，





















= 1 + []c+    (2.68)
実際には，図 2.4に示したような毛管粘度計を用いて t=t0 を測定する．
次のような剪断流を考えよう．
































f(r; t)とすると，高分子溶液に対する「微視的」定常 Stokes方程式 kは次
のように書かれる．








式（2.72）より  = 0 +であるから，式（2.73）は次の方程式の
組に書き換えることができる．
r  0 = 0 (2.74)
r  + f = 0 (2.75)




















(r  rj   r^j)fj(r^j)dr^j (2.78)


















eik(rj+r^j) fj(r^j) dr^j (2.81)
前節同様，高分子鎖の重心を rGとし，それから j 番目の構成要素の中心















(Sj + r^j) fj(r^j) dr^j (2.82)


























































































r  (0E) =  (2.A.4)












































すなわち 0 と 0 の値は，=
p









は，真空中で 1 cmの距離にある等価な点電荷に働く力が 1 dynであると
き，その電気量を 1 esu（electrostatic unit）と定め，それを電気量の単
位として用いるので，0 = 1=4である．さらに，磁気に関しても同様に
0 = 1=4とするので， = c0=4である．
CGS Gauss単位系で基礎方程式は次のようになる．
r  (E) = 4 (2.A.10)






























（2.A.13）よりE H = 0であり，その大きさ jEjと jHjとの間に次の関係
が成り立つ． p






















E  (rH) H  (rE)
=  r  (EH) (2.B.2)
ここで，1行目から 2行目へ書き直す際に，式（2.A.6），（2.A.7）を用い







(EH)  dS (2.B.3)








したがって，式（2.1）で与えられるような平面波 E(r; t)の強度は 1周期












n個の複素確率変数  j(t) =  j(t) + i  j(t) （j = 1; 2;    ; n）が Gauss
統計にしたがう場合， (t) =





Pn( ) = 




Uy H U =   diag(1; 2;    ; n) (2.C.2)
j > 0（j = 1; 2;    ; n）である．(t) =

1(t); 2(t);    ; n(t)
T
を
 = Uy  (2.C.3)
と定義すると，そのの分布関数 Pn()は次のように書ける．
Pn() = 








Pn()を用いると，j の 2次モーメント hjkiは次のように計算される．
hjki = jk
 hj2i+ h j2i = jk  1j (2.C.5)
したがって， j の 2次モーメント h j kiは次のように計算される．




























上の結果を用いて，散乱電場  1［= Es(0)］,  2［= Es(t)］の結合確率






hj 2j2i2   jh 1 2ij2
 hj 2j2i  h 1 2i







































1  jg(1)j ; 2 = 1hj 2j2i 1 + jg(1)j (2.C.12)
したがって，P ( 1;  2) = P (1; 2)は次のように書かれる．
P (1; 2) = (j 2j2) 2

1  jg(1)j2 1 exp( y   )
= (j 2j2) 2

1  jg(1)j2 1 exp( 1j1j2   2j2j2)
(2.C.13)
モーメント hj 1j2j 2j2iを j， j（j = 1; 2）を用いて書くと以下のよ
うになる．
hj 1j2j 2j2i = 1
4




 h14i+ h 14i+ h24i+ h 24i
+2h12 12i+ 2h22 22i   2h12 22i   2h 12 22i





hj4i = h j4i =
3
4
  2j ; hj2 j2i =
1
4
  2j (j = 1; 2)
h12 22i = h12 22i = h 12 22i = h 12 22i ; h1 1 2 2i = 0
したがって，hj 1j2j 2j2iは次のように書かれる．
hj 1j2j 2j2i = 1
2
 












































!  !n < ! + ! の領域に含まれる振動成分の数は T!=2 であり，
















 i!n(t2 t1)h (t1) (t2)i (2.D.5)
h (t1) (t2)iが t2   t1 のみの関数となる定常確率過程の場合，
h (t1) (t2)i = h (0) (t2   t1)i  C(t2   t1) (2.D.6)
















































1Af(t) = Z T
0


















i番目と i+1番目の結合の間の結合角の補角を i（i = 1，2，  ，n 1）
で表す．iに依らず i = であるような自由回転鎖の hli  lji（i < j）は
次のように与えられる．
hli  lji = l2(cos )j i (3.1)
これを式（0.2）に代入すると，hR2iは次のようになる．
hR2i = nl2 1 + cos 
1  cos    2l
2 cos 
1  (cos )n





1 + cos 
1  cos  +
l2
6











(1  cos )4 (3.3)
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n 1の場合，hR2iと hS2iはそれぞれ次のようになる．








1 + cos 
1  cos  (3.5)
結合角が正四面体角（ = 180   109280）のとき C = 2となり，自由連


















Cn = hR2i=nl2 (3.6)
自由回転鎖の場合と同様，n!1のとき，Cnは nに依らないある一定値





単結合からなり，l = 1:53 Aであるので，xw !1の極限における hS2i=xw
の値は C1 に比例する．したがって，高分子鎖の固さが C1 に比例する
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ならば，固さの序列は i-PMMA > a-PS ' a-PMS > a-PMMAのはずだ



















の間には  1 = 2qの関係がある．
3.2.1 モデルの定義
定義 1： 自由回転鎖の連続極限
1番目の結合 l1の方向の単位ベクトルを u0 （= l1=l）とする．l1の方
向へのRの射影のアンサンブル平均は hR  u0iと書け，自由回転鎖の場
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合，次のようになる．
hR  u0i = l 1
nX
i=1
hl1  lii = l 1  (cos )
n
1  cos  (3.7)
持続長 qを n!1の極限における hR  u0iの極限値として定義する．
q  lim
n!1hR  u0i =
l






自由回転鎖の全鎖長L = nlと上のように定義された qを一定に保ったま
ま n!1（l! 0）とした連続極限を考える．この連続極限において同時











式（3.2），（3.3）において，(cos )nを e L=qで置換え，式（3.8）と L = nl
の関係を用いると，KP鎖の hR2iと hS2iはそれぞれ次のようになる．
hR2i = 2qL  2q2 1  e L=q (3.10)
hS2i = qL
3































































である．また，r 2u は u(L)の関数に作用する Laplace演算子の極座標表
























Y ml (; )Y
m
l (0; 0) : (3.21)
ここで，Y ml (; )は球面調和関数であり，u0 = (1; 0; 0)である．この
結果を用いると，hu(L)  u(0)iは次のように書ける．
hu(L)  u(0)i = 1
4
Z






















 1 = 2q (3.25)
長さの次元を持つパラメタ  1は剛直性パラメタと呼ばれ，鎖の固さ（単
位接線ベクトルの終点の拡散し難さ）を表す．





















































































  r 2u + u  rR












































にいろいろな平均量を評価する  法 5,6（ method）が用いられる．また，
中間領域の Lの場合は，低次モーメントを再現するように構成された適




図 3.1に示したように，KP鎖の hS2i=Lは Lの増加とともに単調に増






全弾性エネルギーが最小値 0のときの形態が半径 ，ピッチ hの完全ら
せんになるような，曲げと捩れの弾性エネルギーを持つ弾性ワイヤーを考
える．このらせんを特性らせん（characteristic helix）と呼ぶ（図 3.2）．特























曲げと捩れの力定数を と とする．連続弾性体の場合，Poisson比  =





図3.2に示すように，曲線の一端から曲線に沿った長さが s（0  s  L）の
点に局所直角座標系 (; ; )を付与する．ただし，軸の単位ベクトル e(s)
をその点における単位接線ベクトル u(s)に等しくとる［e(s) = u(s)］．





)だけ無限小回転すると s+sにおける座標系 (0; 0;  0)に一致する
とする．
e0 = e +
































































A = 0L + 0L   L2   L2 (3.43)
ここで，L = (L; L; L)は次のように定義される角運動量演算子であり，

の関数に作用する．







+ cot  cos 
@
@ 

























































 = (; =2; =2) である．ただし，
 = tan 1(0=0)（     0）である．
式（3.45）の結果を用いると hu(L)  u(0)iは次のように書ける．







 (2 + ik)LD0k1 (
)D0k1 (
) (3.47)
この結果を Lについて積分すると hR  u0iが，また式（3.14）と（3.15）
に代入するとそれぞれ hR2iと hS2iが得られる．




























































4 + ( 10)2 + ( 10)2
(3.51)
r = (4 + 2)1=2 (3.52)
' = cos 1(2=r) (3.53)
L!1の極限（ガウス鎖）における hR  u0iと hR2i，hS2iはそれぞ
れ次のようになる．









式（3.54）より，HW鎖の場合，持続長 q と  1 の間に次の関係が成り
立つ．
























のKP鎖を長さ のN 個の微小部分に等分割する（N = L=）．この分割
鎖の全弾性エネルギー EN を用いて Boltzmann因子 exp( EN=kBT )を
書き，N !1の極限をとる．表示はそれに続く展開に不要だが，統計モ
デルとしての定義とパラメタ の意味が明確になる．










KP鎖の全弾性エネルギー E と EN の間には次の関係がある．
lim
N!1





















GN = G (3.A.5)
(4) 1  1 であるから，式（3.A.3）の積分に寄与するのは u =
ui   ui 1 の絶対値が小さい場合のみであることと， juij = jui 1j = 1
であることを考慮すれば，ui 1を z軸とするような直角座標系を選べば，
uは次のように書ける．





























y) = 4 (3.A.6)















































G(uju1;L  L1)G(u1ju0;L1) du1 (3.A.10)

























huui : ruruG(uju0;L) +O
 juj3 (3.A.14)
ここで，h  iは次のように定義される， を用いた平均を表す．
h  i =
Z
    (uju u;L) d(u) (3.A.15)
juj = 1であることを考慮し，uを z軸とする直角座標系を選ぶと，u
は次のように書ける．
u0 = (u0x; u
0
y; 0)



















hu0i = 0 ; hu0u0i = 2L






hu0i  ru0 = 0 ; hu0u0i : ru0ru0 = 2Lr 2u0 (3.A.18)
ただし，r 2u0 は ju0j = 1の条件下での Laplace演算子である．









= r 2u G (3.A.20)










式（3.20）で与えられる Laplace演算子 r 2u の正規直交固有関数である
球面調和関数 Y ml (; ) （l = 0，1，2，  ;  l  m  l）を用いると，
(u  u0)は次のように展開できる．









ここで，u0 = (1; 0; 0) であり， は共役複素数を表す．また，ここで用
いた Y ml は Legendre陪関数 P
m
l (x)を用いて次のように定義される．





























r 2u Y ml =  l(l + 1)Y ml (3.A.25)


























e2i sin2  (3.A.26)
式（3.A.22）を式（3.A.21）に代入し，式（3.A.25）を用いると，解（3.21）
を得る．得られた解を用いて，式（3.22）を導く．uは式（3.A.26）で与
えられた Y m1 を用いて次のように展開できる．
u =










































































  r 2u   ik  u

I(k;uju0;L) = (L) (u  u0) (3.B.6)
I の形式解は次のように書くことができる．
I(k;uju0;L) = e(L0+L)L (u  u0) (3.B.7)
L0，Lは uの関数に作用する演算子であり，それぞれ次のように定義さ
れる．
L0  r 2u ; L  ik  u (3.B.8)
非可換な演算子 L0，Lに対して，次の恒等式が成立する ．
e(L0+L)L = eL0L +
Z L
0
eL0(L s) L e(L0+L)s ds (3.B.9)
式（3.B.9）を用いると，式（3.B.7）は次のようになる．










eL0(L s)  L I(k;uju0; s) ds (3.B.11)
時間に依存する演算子 F(L) を次のように定義する．
e(L0+L)L  eL0L F(L)




ただし，L(L)  e L0LLeL0L である．あるいは，次の積分方程式の解である．







 L = ek  u (3.B.12)
ただし，ek は k方向の単位ベクトルを表す．
式（3.B.11）を逐次代入で解くと，kについての展開形が得られる．














ただし，s0 = Lである．また，I(k;uju0;L)を Lについて Laplace変換




e pL I(k;uju0;L) dL (3.B.14)







n ~G(uju0; p) (3.B.15)
~G(uju0; p)はG(uju0;L)の Laplace変換であり，式（3.A.21），（3.A.22），
（3.B.8）を用いると，次のように書かれる．










式（3.A.25）より，Y ml (; )は演算子 (p  L0) 1 の固有関数でもある．
(p  L0) 1Y ml (; ) =

p+ l(l + 1)
 1








p+ l(l + 1)
 1
Y ml (; )Y
m





式（3.B.13），（3.B.15）の右辺の各項に含まれる演算子 L0， Lは u =
(1; ; )の関数に作用する．式（3.A.22）のように Y ml (; )を基底に選ぶ
と，Y ml (; )に対する L0と  Lの演算規則が分かればよい．L0について
はすでに式（3.A.25）で与えられる．一方， Lは極座標 ek = (1; ; !)を
用いれば，次のように書かれる．




Y m1 (; !)Y
m





l (; )が Y
m
l (; )の一次結合で書かれることに留意すれ


































l = [2h(m)  1]E [m (=2)( 1)]l+(1=2)( 1) fm+l+ ( 6= 0) (3.B.21)






(l +m+ 1)(l  m+ 1)




(l  m+ 1)(l  m+ 2)












































の結果を得る．式（3.B.24）右辺の Y 00 (; )に演算子  Lと eL0 を順次





割する（N = L=）．分割鎖の全弾性エネルギー EN を用いて Boltzmann






 = (; ;  )の sに関する微分
_











0B@ sin   sin  cos 0cos sin  sin 0
0 cos  1
1CA (3.C.2)





































































i = (i;i; i) = (i   i 1; i   i 1;  i    i 1)
! 0のとき，式（3.C.6）は式（3.C.1）になる．式（3.41）より，!iの

















sin j d(j) d(j) d( j)
=
Z






N 1;    ;










3N=2(1 + )N=2 (3.C.8)
したがって，CN は次式で与えられる．
CN = (4)



























































h  iは  を用いた平均を表す．
h  i =
Z

































































 = (!L)(!L) : LL
(3.C.16)
L = (L; L; L) は式（3.44）で定義された角運動量演算子である．また，
遷移確率を用いた平均を次のように書き換える．Z





= (4L) 3=2(1 + ) 1=2
Z



































1 = ，x2 = 
2 = ，x3 = 




(d)2 + (d)2 + (d )2 + 2 cos  d d 
i








0B@ 2 0 00 2 0




















P (;)n (x) =
( 1)n
2nn!
(1  x) (1 + x)  d
n
dxn






 = ll0mm0jj0 (3.C.22)
L2Dmjl =  l(l + 1)Dmjl (3.C.23)
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除体積（intramolecular excluded volume）呼ばれ，すでに 1章で触れた
ように，光散乱実験で決定される hS2iを大きくし，その n依存性にも影
響する．これに対し，異なる高分子鎖に属する構成要素間の排除体積は分
子間排除体積（intermolecular excluded volume）と呼ばれ，第 2ビリア















次節以降の結果と比較しやすいように，1949年の Floryの導出法 1 そ
のものではなく，物理的には全く同等な別の導出法 2 に沿って説明する．
n+1個の構成要素からなるガウス鎖について，式（0.3）で定義される
回転半径 S の分布関数 P (S)は次のように書くことができる．
P (S) = Z 1P0(S) exp[ V (S)=kBT ] (4.1)




















V (S)が与えられれば P (S)が分かる．V (S)は高分子の重心と Sを固定
したときの構成要素と溶媒の混合自由エネルギーと考えることができる．
高分子の重心と S を固定したとき，重心から距離 rの位置における構成
要素の体積分率が (r)で与えられるとし，単位体積当りの混合自由エネ
ルギーを r とする．
r = [(r)] (4.3)




(r) ' 0 であることを考慮すると，r は次のように  = 0のまわりに展
開することができる．




(2)(0)2 +    (4.5)
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(k)(0) = dk()=dkj=0である．構成要素の体積を Vs，Sを固定したと
きの rにおけるセグメントの数密度を (r)とすると (r)は次のように書
かれる．
(r) = Vs(r) (4.6)































n2 V 2s 
(2)(0)S 3 (4.8)
式（4.8）に含まれる展開係数 (2)(0)を以下のように評価する．溶媒分









同じサイズであるとする格子理論においては，1 = nN1=(N0 + nN1)が
成り立つ．また，は熱力学的相互作用係数（thermodynamic interaction
coecient）と呼ばれる．今の場合，重心を固定した一つの高分子だけを
考えているが，それは 1 を一定に保って n!1の極限（N1  N0）を
考えることに対応しているので，式（4.9）右辺の二つのエントロピー項
のうち N1 ln1 を無視することができる．は Gを系の体積 V で割っ
たものであり，次のように与えられる．
() = V  10 kBT

(1  ) ln(1  ) + (1  ) (4.10)
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V0 = V=(N0 + nN1)は格子 1個当りの体積である．これより，(2)(0)は
次のように書かれる．

























































 3x2=2  V (x)=kBT  dxZ 1
0
x2 exp
 3x2=2  V (x)=kBT  dx (4.17)
Hermans{Overbeek3によれば，式（4.17）から計算される S の値は関数


























 5S /M1=2 (4.20)










れず，R と S の区別はない．
Floryから 20年後に，高分子の排除体積と磁性体の磁気能率の臨界現象
との類似性が指摘され，繰り込み群という全く異なる方法で hR2i /M の
指数の再評価が行われた．また，Flory理論では拮抗する二つの働きがと
もに過大評価されているが，それらが互いに相殺してよい結果が得られてい



















全構成要素の座標 (r0; r1;    ; rn)  frn+1gの分布関数 P (frn+1g)は次
のように書ける．
P (frn+1g) = Z 1P0(frn+1g) exp[ W (frn+1g)=kBT ] (4.22)
P0 は排除体積のない場合の分布関数であり，Z は規格化定数である．な
お，Z は式（4.1）のものとは異なることを注意しておく．また，W は全












Mayerの f -関数 z を用いてW を書く．
ij = (Rij) = e
 w(Rij)=kBT   1 (4.24)
式（4.23），（4.24）を用い，ij の寄与が余り大きくないとすると，W に

























klpq   uv +    (4.25)
さらに，ij を次のように近似する．
ij '  (Rij) (4.26)
ここで，は二つの構成要素間の排除体積の大きさを表す 2体クラスター
積分（binary cluster integral）であり，次のように定義される x．
 =
Z 
1  e w(Rij)=kBT  dRij (4.27)
良溶媒中において  は正の値をとり，状態で  = 0となる．式（4.26）
の近似を行うと，Rij の関数である wが持っている情報は  のみに縮約
されるが，これを 2体クラスター近似（binary cluster approximation）と
呼ぶ．
W に対して式（4.25）の展開と式（4.26）の近似を用いると，全ての平均
量は の展開形で書き表すことができる．結合ベクトル li（i = 1; 2;    ; n）
z関数のシンボルとしては名前の通り f を使用すべきであるが，ここでは高分子溶液論の
慣例に習って  を使用する．
x液体論における 2 体クラスター積分の定義とは符号が異なり大きさが 2 倍になってい
る．構成要素が直径 d の剛体球であらゆる方向から接近できるとすると，式（4.27）から































z2 +    (4.29)












































ためには z  1である必要がある．
二定数理論は，以下のように考えて，先の Flory理論と関係付けること
ができる 6{．式（4.22）の両辺を，重心Rcと S を固定して frn+1gにつ
いて積分したものを次のように近似する．





' Z 1P0(S) exp( hW i=kBT )
ここで，h  iは次のように定義される．
































また，P0(Si;Sj jS)は，非摂動鎖において，S を固定したときの Siと Sj
の同時分布関数である．さらに，P0(Si;Sj jS)を次のように近似する．
P0(Si;Sj jS) = P0i(SijS)P0j(Sj jS) (4.34)
{Stockmayerによるこの対応は若干強引なようにも見えるが，式（4.8）の形を導くのに




近似は妥当である．P0i(SijS)は非摂動鎖の S を固定したときの Si の分
布関数であり，P0i(SijS)の iに関する和は (rjS) に等しい．X
i



























元の Flory式（4.38）（F, o）は Rと S との区別がなく，また zの小
さい領域で摂動展開と一致しない．そこで，R と S の 1次摂動係数に
合うように係数 2.60をそれぞれ 4/3，134/105で置き換えた，次の変形
Flory式が提案されている．






























 3S = 1 + 1:914z (F) (4.42)
 2S = 0:541 + 0:459(1 + 6:04z)
0:46 (YT) (4.43)






































2i / n2 (4.45)
指数 は，磁性体の臨界指数を求めるのと同様の方法で評価できるが，空
































（scaled excluded-volume parameter）~z のみの関数となる．
~z = (3=4)K(L)z (4.46)
LはHW鎖の全鎖長であり，K は還元鎖長 L のみの関数である．また，
z は HW鎖のモデルパラメタを用いて再定義された排除体積パラメタで
ある．
z = (3=2)3=2(B)(L)1=2 (4.47)
さらに，長さの次元を持つBは次のように定義される排除体積強度である．












図 4.2  2S 対 ~z 両対数プロット: (a) a-PS ／トルエン，15.0
C; (b) a-PMS























+ 0:9198 + 0:03516L

for L  6
(4.49)
L!1（ガウス鎖極限）では K ! 4=3，すなわち ~z ! z となり，TP
理論に一致する．一方，L! 0（棒極限）ではK ! 0，すなわち ~z ! 0
となり分子内排除体積効果はなくなる．このように，K は分子内排除体
積効果に対する鎖の固さの影響を表す関数である．各膨張因子の関数形と
しては，二定数理論の枠内で導かれた結果において z を ~z で置き換えた
ものを用いればよい．
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図 4.2に代表的な屈曲性高分子の良溶媒中における  2S 対 ~z 両対数プ
ロットを示す．実線はDomb{Barrett式（4.44）において zを ~zとした理










3 +   

(4.50)








ln(1  ) + (1  x 1)+ 2 (4.51)
V 00 は純溶媒のモル体積であり，はこれまで同様溶質高分子の体積分率



































V は溶液の体積であり，F1()は高分子鎖 （ = 1; 2）の 1体分布関数
を表す．F1()の変数である数字 は高分子鎖 の全座標を象徴的に表
す．n + 1個の構成要素からなる 2本のガウス鎖 1，2の場合を例に具体
的に書けば，() = frn+1g = (r0 ; r1 ;    ; rn)（ = 1; 2）である．そ
れに対応して，体積素 d(1; 2)は二つの高分子の全座標空間の体積素を表



































h(z) = 1  2:865 z + 14:278 z2      (4.57)
一方，分子間排除体積のみを考慮した場合，h(z)の摂動展開は次のように
なる．












z = z= 3S (4.60)
式（4.30）で与えられる  2S の摂動展開を式（4.58），（4.60）に代入する
と，h(z)は次のようになる．

















	 = z h(z)
2体クラスター近似に基づく二定数理論では， = 0のときに分子間お





ス関数で近似し（Flory{Krigbaum potential9），得られた h(z) を数値的
に内挿した（Orono{Flory10）FKO式，近似的に摂動展開の総和をとっ
た倉田{山川（KY）式 11,12 などがある．
	 = [ln(1 + 2:30 z)]=2:30 (FKO) (4.63)
	 = [1  (1 + 3:903 z) 0:4683]=1:828 (KY) (4.64)
最近の実験データ解析には次のBarrett（B）式 13が用いられることが多い．
	 = z (1 + 14:3 z + 57:3 z2) 0:2 (B) (4.65)














図 4.3 組み合わせ (1)～(3)の 	対  3S プロット．
Barrett式は，S に対するDomb{Barrett内挿近似式に準じ，格子上の自
己回避鎖について得られている limz!1 h(z) = const. z 0:4の数値結果と
h(z)の 1次摂動式を内挿したものである．したがって，分子内排除体積
を明示的に考慮した結果である．
二定数理論では S も	も zのみの関数となるので，	対 S プロット
は高分子{溶媒の組み合わせによらない普遍関数に従うことになる．実際
には 	対  3S プロットで実験と理論の比較が行われてきた．理論値を計
算するには，同じ仮定に基づく S と	の理論を組み合わせる必要がある
が，ここでは以下の三つの組み合わせを考える．
(1) 	 (FKO) | S (F,o)
(2) 	 (KY) | S (YT)






















図 4.4  状態における A2: (a) a-PS ／シクロヘキサン，34.5 C (); (b) a-




おいてM によらず A2 = 0であることが予想される．しかし，図 4.4か
ら分かるように，典型的な屈曲性高分子においても，Mw . 104の領域で










るので，通常M & 104 では無視することができる．なお，このような末









図 4.5 a-PMSの	対  3S プロット: (a) トルエン，25.0
C; (l) 4-tert-ブチル
トルエン，25.0 C; (k) n-塩化ブチル，25.0 C; (e) シクロヘキサン，55.0 C;






ていない．例として，図 4.5に種々の溶媒中における a-PMSの	対  3S






式（4.53）に対応して A3 は次のように書かれる 2．













g2(1; 2) g2(1; 3)
F1(1)
d(1; 2; 3) + 4A 22 M (4.66)
ここで，g2(1; 2)は次のように定義される関数である．















i1i2 i2i3 i3i1 dRi1i2 dRi2i3 dRi3i1 (4.68)
ただし，





うに 3が無視できるのなら，S = 1，A2 = 0の状態において A3 = 0
でなければならない．しかし，図 4.6に示すように，自然はそう都合よく




は次式で定義される有効 2体クラスター積分 0 に繰り込める部分とそれ
以外の残余の部分に分けることができる．
0 =  + const.3 (4.69)



















図 4.6 状態における A3: (a) a-PS／シクロヘキサン，34.5 C (); (G) a-PS
／シクロヘキサン，34.5 C ()（中村ら 15）; (b) a-PMS／シクロヘキサン，
30.5 C (); (q) a-PMMA／アセトニトリル，44.0 C ()．
さらに，残余の部分は nが大きくなると無視できる．したがって， = 0
ではなく 0 = 0が 状態に対応すると解釈し直せば，nの大きな領域に
おける二定数理論の枠組みは保持される．一般に  = 0のとき 3 > 0で
ある．したがって， = 0となるだけでは 3 の斥力が残るので非摂動状
態は実現されない．正値の 3 を打ち消すように， が適当な負値をとっ









A2に関しては，M の大きな領域で A2 = 0となる温度において，M を小
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さくするとA2が小さな負値となることが報告されているが，3の影響と
考えられる．図 4.4において，Mw  105 辺りで A2 が幾分負になってい
るのがそうである．
4.A 広がりの摂動計算
式（4.28）のガウス結合を用いると，Rij の分布関数 P (Rij)は次のよう
に書かれる．













exp( W=kBT ) dflng (4.A.2)
また，Rij，Rkl，  ，Ruvに関する非摂動同時分布関数 P0(Rij ;Rkl;    ;
Ruv) は次のように与えられる．














kl P0(Rij ;Rkl) dRkl
+
XXZ






















P0(0kl;0pq) +    (4.A.6)
ここで，0kl, 0pq,   はそれぞれRkl = 0, Rpq = 0,   を表す．Z 1 の
 展開を式（4.A.5）に代入すると，P (Rij)は次のように書ける．










Q0(Rij ;0kl;0pq) +    (4.A.7)
Q0(Rij ;0kl)，Q0(Rij ;0kl;0pq)はそれぞれ次のように与えられる．
Q0(Rij ;0kl) = P0(Rij)P0(0kl)  P0(Rij ;0kl)
Q0(Rij ;0kl;0pq) = P0(Rij)P0(0kl;0pq)  P0(Rij ;0kl;0pq)
+P0(Rij ;0kl)P0(0pq) + P0(Rij ;0pq)P0(0kl)
 2P0(Rij)P0(0kl)P0(0pq) (4.A.8)
式（4.A.7）において i = 0，j = N と置くと P (R)となり，それを用いて









1;    ;sの同時分布関数 P0(1;    ;s)は形式的に次のように書くこ
とができる．















P0(1;    ;s)の Fourier変換 I0(k1;    ;ks)を考える．
I0(k1;    ;ks) =
Z









































さらに，flngについて積分を行うと，I0(k1;    ;ks)は次のように書かれる．
















 pj qj (4.A.14)
式（4.A.13）の Fourier逆変換を求めると，次の結果を得る k．
















Cpq は Cpq の余因子であり，C はCの行列式である．式（4.A.15）の結
果において，1 = R，2 = Rij，3 = Rkl，  のように置き換えを行
うと，P (R)の計算に必要な P0(R;Rij ;Rkl;   )が得られ，その P (R)を
用いて hR2iの摂動展開が得られる．














図 4.7 hR2iの 2次摂動計算に必要なクラスター図形．
hR2iの 2次摂動計算に必要な行列Cの対角要素 C11，C22，C33はそれ
ぞれ鎖全体と部分鎖 i! j，k ! lに含まれるガウス結合の数を表し，ま




n l   k q   p   
l   k l   k D1   








D1 = q   p (type 1)
= l   p (type 2)
= 0 (type 3) (4.A.17)
以上のように導かれた P0(R;Rij)，P0(R;Rij ;Rkl)を用いて  2R を計
算すると，次のようになる．














(l   k)(q   p)[2D1   (l   k)  (q   p)]
[(l   k)(q   p) D 21 ]5=2













































P (0j1j2 ;0k1k2)i1i2     

(4.B.2)





























図 4.8 A2 の 2次摂動計算に必要なクラスター図形．
ここで，P (  )i1i2 は 2 本のガウス鎖 1，2 のそれぞれ i1 番目と i2 番目
の構成要素が重なったとき，さらに s 組の構成要素が重なる確率を表
す（図 4.8参照）．前節で説明したWang{Uhlenbeckの定理を用いると，
P (0j1j2 ;0k1k2 ;   )i1i2 は次のように評価される．
P (0j1j2 ;    ; 0t1t2)i1i2 = (3=2a2)3s=2C  3=2s (4.B.3)













2      (4.B.5)
z = z= 3S (4.B.6)
高分子 1の構成要素で高分子 2の構成要素と重なるものを i1 < j1 < k1 <
   とする．それらの構成要素と重なり合う高分子 2の構成要素番号の序
列によって，重なり合う構成要素が 2個の場合には 2! = 2種類の，3個の
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場合には 3! = 6種類のクラスター図形が現れる．1次摂動の場合は図 4.8


































C1 1 = x1 + y1
C2 1 =
 x1 + y1 x1 + y1x1 + y1 x1 + x2 + y1 + y2

C2 3 =






h(z) = 1  2:865z + 9:202z2      (4.B.9)
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並進摩擦係数を  とする．外部直角座標系における i番目のビーズの座標
を ri = (xi; yi; zi)，またその移動速度を uiとする．位置 riにおける溶媒
の流れを vi とすると，それに対するビーズの相対速度は ui   vi である
から，ビーズが溶媒に及ぼす摩擦力 Fi は次のように書かれる．
Fi = (ui   vi) (5.1)
viは，高分子が存在しない場合の溶媒流 v0i そのものではなく，他のビー








T(Rji)  Fj (5.2)
ここで，T(Rji)は，位置 rj に働く摩擦力 Fj によって位置 ri に生じる
摂動流を与える，Oseenの流体力学的相互作用テンソル（hydrodynamic






















Tij  Fj (i = 0; 1;    ; n) (5.4)




ついて Fiを求め，それを用いて []あるいはD を評価し，さらに形態に
ついての平衡平均を行うことになる．そのような手順は，Monte Carlo法
を用いた計算機シミュレーションでは可能だが，解析的な理論展開では不
可能である．そこで，Tij の代りにその平衡平均 hTiji を用いる，Oseen
テンソルに対する前平均近似（preaveraging approximation）が用いられ
る．hTijiは次のように書くことができる．
hTiji = (60) 1hR  1ij iI (5.5)
その場合，連立方程式（5.4）は次のようになる．














































  ri は次のように書き換えることができる．

  ri = !  ri (5.10)







  Si = 1
2
g(exey   eyex)  Si (5.11)
したがって，ui   v0i は次のように与えられる．
ui   v0i =
1
2










式（5.12）を式（5.6）に代入したものに Sk を掛け，その xy成分を取り
出し，さらにその平衡平均を取ると，hFixSkyiに対する次の連立方程式が
得られる．





hR  1ij ihFjxSkyi (5.14)
次のように定義される ik を用いて，以上の結果を書き直す．






















hR  1ij ijk (5.18)




に計算を進める．hSixSkyiと hR  1ij iはそれぞれ次のように与えられる．
hSiySjyi = 1
3
hSi  Sji0 = 1
6














hR  1ij i0 = 61=2=1=2lji  jj1=2 (5.20)











jx  tj1=2 dt (5.22)
f(x; y) = 18 [3(x
2 + y2)  6jx  yj+ 2] (5.23)











parameter）と呼ばれている．h = 0の場合を素抜け（free draining），h!1
の極限を非素抜け（nondraining）という．素抜けは流体力学的相互作用
を無視することに対応している．








hS2i0 (h = 0) (5.25)























h = 0 のとき，上に述べたように F (0) = 1 であるから，0(0) / h /
n1=2 / M1=2 となり，0(0) はM に依存する．一方，h ! 1の極限に
おいて，0(h)は次の極限値 0(1)に収束することがAuer{Gardner3に
よって示されている ．
0(1)  0 = 2:862 1023 mol 1 (5.28)
したがって，h ! 1 の極限において [] / n1=2 / M1=2 である．積





















Kirkwood{Riseman が報告した 0(1) 値は 3:623  1023 mol 1 である．彼らは，
(x; y)，f(x; y) を Fourier 級数展開し，展開係数に対する連立方程式を近似的に解いた．












移動速度 ui の平均値 huiiは等しくなる．









hFi = u (5.31)
Einsteinの関係に基づき，このを用いて並進拡散係数を次のように書く．

















hR  1ij ihFji (5.33)
この方程式の解 hFiiは uに比例するので，次のように  i を定義する．
hFii =  iu (5.34)










hR  1ij i j (5.36)
以下では，排除体積のない非摂動ガウス鎖の場合に話を限る．[]の場












jx  tj1=2 dt (5.38)
hは式（5.24）で定義される素抜けパラメタである．
h = 0（素抜け）の場合， (x) = 1であるので， = (n+ 1) ' n と
なり，式（5.32）より，Dは次のように与えられる．
D = kBT=n (h = 0) (5.39)
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したがって， / n /M，D / n 1 /M 1である．一方，h!1の極
限（非素抜け）場合，Dは次のように与えられる y．
D = 0:192kBT=0hR2i 1=20 (h!1) (5.40)































D = 0:196kBT=0hR2i 1=20 (h!1) (5.43)




半径 hS2i1=2の比|還元流体力学的半径（reduced hydrodynamic radius）
 1も，実験結果を検討する上で，重要な量である．Kirkwood{Riseman
の結果と Kirkwood公式を用いた結果から評価した  はそれぞれ次のよ
うになる．
 = 1:479 (KR)
= 1:505 (K) (5.44)
yKirkwood{Riseman の結果は，この結果において係数 0.192 が 0.196 となっており，
Kirkwood公式（5.41）を用いた結果に一致する．彼らは，(x)を Fourier級数展開し，展
開係数に対する連立方程式を近似的に解いているが，結局その近似は hFii = (n+1) 1hFi












































v[r(s)] = v0[r(s)] U[r(s)] +
Z L
0
T[R(s; t)  r(s)]  f(t)dt (5.46)
ここで，R(s; t)は中心線上の点 sから点 tへの距離ベクトルである．
Oseen{Burgersの方法では，厳密な境界条件 v[r(s)] = 0を次のように
緩和（1次元化）する．
hv[r(s)]ir(s) = 0 (5.47)
ただし，h  ir(s) は円筒断面の円周上での r(s)についての平均を意味す
る．同じように，v0[r(s)]，U[r(s)]も r(s)について平均し，1次元化する.
hv0[r(s)]ir(s) = v0(s)




hT(R  r)ir(s)  f(y)dy = U(s)  v0(s) (5.49)







K(s; t)f(t)dt = U(s)  v0(s) (5.50)
ただし，積分核K(s; t)は次のように定義される．
K(s; t) = hjR(s; t)  r(s)j 1i (5.51)
ここで，h  iは r(s)のみならず高分子鎖の形態に関する平均をも意味す
る．なお，対象とする高分子に応じて，みみず鎖あるいはらせんみみず鎖
を用いて平均値を評価する．さらに，[]の場合には，hjR  rj 1iのみな
らず，ビーズ模型の際の hSi Sjiに対応する hS(s) S(t)iを評価する必要
がある．積分方程式（5.51）は，一般には解析的に解けないので，それを












































zjs  tj  1 のとき，積分核は K(s; t) ' [(s  t)2 + d2=4] 1=2 となるので，ビーズ

























































図 5.3 らせんみみず接触ビーズ模型の 2M []=1L 対 L の両対数プロット．
実線は []E を考慮した理論値を，破線は考慮しない理論値を表す．なお，モデル




いたモデル定数の値は，何の場合も  10 = 0あり， 10は図中に示し
た値である． 10 = 0の場合はみみず（KP）鎖に対応している．また，


























図 5.4 []対Mw の両対数プロット: (a) a-PS／シクロヘキサン，34.5 C ();
(q) a-PMMA／アセトニトリル，44.0 C (); (u) PHIC／ n-ヘキサン，25 C;




























図 5.5 []対Mw の両対数プロット: (a) a-PS／シクロヘキサン，34.5 C ();










 3 = 1 + 1:14z      (5.57)
H = 1 + 0:593z      (5.58)
これらの結果と数値的に求められた漸近解を内挿した以下の Barrett式が
実験解析に用いられる．













図 5.6  3 対 ~zの両対数プロット: (b) a-PS／トルエン，15.0 C; (r) a-PMMA
／アセトン，25.0 C．
H = (1 + 5:39z + 3:59z
2)0:1 (5.60)
回転半径膨張因子 S の場合と同様に，以上の結果において，zを ~zで
置き換える準二定数理論を適用することで，，Hに対する高分子鎖の
固さと局所形態の影響が考慮されている．図 5.5に示した実験結果から評
価した  3 の ~zに対する両対数プロットを図 5.6に示す．
図 5.5に示したように，良溶媒中の屈曲性高分子に対する HMS式の指
数  は 0.5より大きくなる．Kirkwood{Risemanは，中間的な h値の場
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たす．座標原点に摩擦力 Fが働くとき，それらの式は次のよう書かれる．
0r2v(r) = rp(r)  F(r) (5.A.1)
r  v(r) = 0 (5.A.2)
この微分方程式は線形なので，その解を適当に重ね合わせることで，ある
摩擦力の分布が与えられたときの v(r)を表現することができる．




eikr v(r) dr (5.A.3)
式（5.A.1）を Fourier変換すると，次のようになる．
0k
2~vk = ik~pk + F (5.A.4)
さらに，式（5.A.1）の発散（r）をとり，非圧縮性の条件（5.A.2）を代
入すると，次の関係式が得られる．
r2p r  F(r) = 0 (5.A.5)
これを Fourier変換すると，次のようになる．











































式 dy=dx = xy=(2x2 + y2) の解であり，y2 = (1 +
p
1 + 4a2x2)=2a2 で与えられる．た
だし，a は積分定数である．
{T(r) は非圧縮性粘性流体場の Green 関数である．Green 関数については「物理とグ
リーン関数」（今村勤，岩波書店，1978）などを参照されたい．



























l (; ) (5.A.12)























T(; ; 0; 0)Y ml (; )Y
m0
l0 (






































(l m)(l m  1)(l m+ 1)(l m+ 2)
for j = 2 (5.A.16)





































f(; ) sin dd = f00 (5.A.19)
式（5.A.15）より Tl
0m0









F = 60Ru (5.A.21)






















当然のことながら，r = Rのとき up = uとなる．






  12g(exey + eyex)  r =
Z
S
T(r  r0)  f(r0) dr0 (r on S) (5.A.22)
式（3.A.26）で与えられる球面調和関数を用いて左辺を書き直すと，次の
ようになる．





























































lm / ll0 であるから，連立方程式（5.A.24）を解





































1( 1) =   1600RK2 (5.A.27)





あるので，解 f1m は次のように書ける（l 6= 1の場合，flm = 0）．
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t1，  ，tn（0  t1 <    < tn）における xがそれぞれ x1  x1+dx1，  ，
xn  xn+ dxnの範囲の値をとる確率が Pn(x1t1;    ;xntn)dx1    dxnで
与えられるとき，Pn(x1t1;    ;xntn)を n体分布関数と呼ぶ．
連続する二つの時系列点 ti，ti+1 における事象の間に全く相関がない，
完全にランダムな確率過程（pure random process）の場合，Pnは，次の
ように，1体分布関数 P1(xiti)（i = 1;    ; n）の積で書かれる．








P2(x1t1;x2t2) = P1(x1t1)K1(x2t2jx1t1) (6.2)
定義より，K1 は次の規格化条件を満たす．Z









K1(x2t2jx1t1) = P1(x2t2) (6.5)
時刻 t1，  ，tn 1においてそれぞれ事象 x1，  ，xn 1が起こったとき，
時刻 tnにおいて起こる事象 xnの条件付分布関数をKn 1(xntnjx1t1;    ;
xn 1tn 1)と書く．Markov過程では，事象 xnの確率分布は xn 1のみに
依存し，事象 x1，  ，xn 2には依存しないので，Kn 1はK1と同等で
ある．
Kn 1(xntnjx1t1;    ;xn 1tn 1) = K1(xntnjxn 1tn 1) (6.6)















P2(x1t1;x2t2)が t2   t1 のみに依存する，すなわち P2 が次のように書
かれるMarkov過程を定常（stationary）Markov過程と呼ぶ．






tに関する導関数と xに関する 1階および 2階導関数との関係を与える偏
微分方程式を特に Fokker{Planck（FP）方程式と呼ぶ．以下では，3次元





変化を記述する時間スケール  は c に比べて十分大きい．さらに，その
ような確率変数 xが多数のステップを経ることによって（1体）分布関数
P1(x; t)が変化するので，P1 が変化する時間スケール r は  に比べて十
分大きい．したがって，FP方程式で Brown運動を記述する際には，暗黙
のうちに次の関係を満足する時間スケール  の存在を仮定している．




P1(x1; t1)K1(xjx1; t  t1) dx1 (6.12)
これをさらに次のように書き換える．
P1(x; t+ ) =
Z
P1(x x; t)	(xjx x; ) d(x) (6.13)
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ここで，	(xjx x; )は確率変数が x xから xへxだけ微小変
位する際の遷移確率（transition probability）を表し，次のように定義さ
れる．
	(xjx x; ) = K1(xjx x; ) (6.14)
定義より，	(xjx; )は次の規格化条件を満たす．Z
	(xjx; ) d(x) = 1 (6.15)
P1(x; t+ )を  について，また P1(x x; t)と 	(xjx x; )を
xについて，それぞれ次のように Taylor展開する．
P1(x; t+ ) = P1(x; t) + 
@P1
@t
+   
P1(x x; t) = P1(x; t)  (x)  rxP1
+12 (x)(x) : rxrxP1 +   
	(xjx x; ) = 	(xjx; )  (x)  rx	





=  rx  (a(1)P1) + 12rxrx : (a(2)P1) (6.17)















(x)(x)	(xjx; ) d(x) (6.19)











































すなわち，連続する溶媒分子の衝突の時間スケール c （ 10 21 sec）と
の間に c   の関係が成り立つことが要求される．また，pが平衡値に
緩和する時間スケール pはm=（ 10 13 sec）のオーダーなので， は
次の条件を満たす．































ギー hjp(1)j2i=2mは 3C=4 となり，これが絶対温度 T における平均運
動エネルギー 32kBT に等しいとすると，C = 2kBT となる．したがって，
条件（6.24）第 2式は次のように書かれる．

















































h(p)(p)i1= = 2kBT I (6.30)






したがって，Rと pの分布関数 P (R;p; t)は次の積分方程式を満たす．
P (R;p; t+ ) =
Z
P (R R;p p; t)



























t ! 1 の平衡状態において，分布関数 P は時間に依存しないので，
@P=@t = 0となる．このとき，FP方程式（6.34）の解は次のようなMax-
well{Boltzmann分布となる．
P / expf [p2=2m+ V (R)]=kBTg (6.35)
ただし，外力Kはポテンシャル・エネルギー V (R)によって生じるもの
とした．








の緩和時間の目安となる p = m= で特徴付けられる．緩和時間 p に比
べて十分長い時間  が経過すると，pの分布は，初期値に依らず，Maxwell
分布になる．そのような時間スケール  で系を見たとき，Rの分布関数





P (R; t) = 0 (6.37)
ただし，Dは次のように定義される拡散演算子である．


































高分子鎖の動的モデルとして，n+ 1個のビーズ（並進摩擦係数が  の
抵抗点）を n本の結合で順次つないだものを考える．外部直角座標系に
おける n+ 1個のビーズの座標を r = (r0; r1;    ; rn)とし，時刻 tにおけ







ri  Ji (6.43)
i番目のビーズに付随する確率密度流束 Ji は次のように与えられる．






ここで，vi は，ri に i番目のビーズが存在しないときのその場所におけ
る溶媒の速度であり，ri は @=@ri である．なお，vi は高分子鎖が存在
しない場合の溶媒の流れ v0i ではなく，流体力学的相互作用によって他の
ビーズが作る摂動流の寄与を含んでいることを注意しておく．また，i番
目のビーズには高分子内ポテンシャル U によって生じる力  riU と外
力Xiが働いていると考えているので，式（6.42）のKに対応するKiを
Ki =  riU +Xiと置いた．Jiは i番目のビーズの移動速度 uiを用いて
次のように書ける．




 Fi  riU +Xi   kBTri lnP = 0 (6.46)



















Dij = kBT (
 1ijI+Tij) (6.48)
式（6.1)，（6.47），（6.48）から，高分子鎖の動的モデルの時間発展を記述











ここで，v，r，  は，i番目の要素がそれぞれ vi，ri，  であるような列
ベクトルを表し，Dは，その ij要素がDijであるような，(n+1) (n+1)
行列を表す．同様に定義された Tを用いて，Dは次のように書かれる．
















て，n  1個の結合角の，合計 3(n+ 1)個の一般化座標を選ぶことができ
る．そのような一般化座標［の反変成分（contravariant component），あ
るいは反変ベクトル（contravariant vector）］を，q = (q1; q2;    ; q3(n+1))
と書く．
一般化座標の中，重心座標，Euler 角，内部回転角のように自由に動
くことのできる m個（今の場合は n + 4 個）の座標を非拘束座標（un-
constrained coordinates）あるいはソフト座標（soft coordinate）と呼び，
qs = (q
1;    ; qm)と書く．一方，結合長，結合角のように，拘束を受け，
その値が一定に保たれる座標を拘束座標（constrained coordinate）あるい
はハード座標（hard coordinate）と呼び，qh = (qm+1;    ; q3(n+1))と書
く．一般化座標 qから直角座標 rへの変換は，次の（反変）変換則［（con-
travariant）transformation law］で与えられる．





=  g 1=2rg1=2  J (6.52)
ここで，r = @=@qであり，g = jgjは次のように定義される計量テンソル
（metric tensor）gに付随する計量行列式（metric determinant）である．
g = QT Q (6.53)
P の規格化条件は次のように書かれる．Z
g1=2Pdq = 1 (6.54)
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（反変）確率密度流束 J = (J1;    ; J3(n+1)) は，q の速度 u = h _qiq を
用いて，J = Puで与えられる．ただし，h  iq は，（共変）運動量 p =
(p1;    ; p3(n+1))と溶媒分子の位相変数に関する平均を意味する．
拘束がある場合，qhに付随する拘束力 fhが働いて，qhに付随する確率
密度流束 Jh = Puhはなくなり，qsに付随する Js = Pusのみを問題とす
る．外力Xがない場合，拘束力 fを含んだ力の釣合の式は次のように書
ける．
u = (kBT )
 1D  [ r(kBT lnP + U0) + f ] (6.55)
あるいは，次のように書ける．
  u =  r(kBT lnP + U0) + f (6.56)
ここで，U0は qsのみ依存するポテンシャルであり，fは全 q空間での拘
束力ベクトル f = (fs; fh)T を表し，当然のことながら，qs に付随する拘
束力は存在しないので，fs = 0である．また，Dは一般化座標に変換され
た拡散テンソルであり， = kBTD 1 は摩擦テンソルである．




Dss  Dsh Dhh 1 Dhs
  [rsP + (kBT ) 1PrsU0] (6.57)
qh = q
0
hの拘束がある場合，全 q空間におけるの分布関数 P (q; t)と qs空
間での分布関数 P (qs; t)との間には次の関係がある．












  rs(kBT lnP + U0) + fs
 rh(kBT lnP + U0) + fh

uh = 0，fs = 0，そして  rh(kBT lnP +U0) = 0であることに留意すると，上式は次の
ように書き換えられる．
us =  (kBT ) 1Dss  rs(kBT lnP + U0) + (kBT ) 1Dsh  fh ;
0 =  (kBT ) 1Dhs  rs(kBT lnP + U0) + (kBT ) 1Dhh  fh :






















衡長が 0，平均二乗長が l2のHookeばね n本で n+1個のビーズを繋いだ
ものである．したがって，高分子鎖の形態を指定するのに，ビーズの座標

















rjU = (r0   r1) for j = 0
= ( rj 1 + 2rj   rj+1) for 1  j  n  1





rT A  r (6.65)
rU = A  r (6.66)
ただし，Aは，aij = ij i;j 1（i = 1; 2;    ; n; j = 0; 1;    ; n）を要素と




1  1 0 0    0 0 0
 1 2  1 0    0 0 0
0  1 2  1    0 0 0








0 0 0 0     1 2  1
0 0 0 0    0  1 1
1CCCCCCCCCCCA
(6.67)
前章と同様にTij に対する前平均近似を行い，(n+1) (n+1) 対称行
列Hを次のように定義する．
Hij = 1 for i = j





=  rT  Pv0 +  1rT H  (PA  r+ kBTrP ) (6.69)
F =  A  r  kBTr lnP (6.70)
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6.3.2 基準座標





Q 1 H A Q =  (6.71)
QT A Q =M (6.72)
ここで，とMは対角要素がそれぞれ j と j の対角行列である．また，
このとき，Qの逆行列の転置Q 1T を用いた合同変換により，Hも同時
に対角化できる．
Q 1 H Q 1T =  M 1 = N (6.73)
Nは対角要素が j の対角行列であり，j は j，j と次のように関係付
けられる．
j = j=j (6.74)
ここで，次のことを注意しておく．jAj = 0であり，Aの一つの固有値は
0であり，したがって対応するH Aの固有値も 0である．その固有値を
0 = 0 = 0とする．0の固有値に対応する固有ベクトルは全ての要素が
同じ値を持ち，高分子鎖の並進運動に対応している．
変換行列Qに付随する基準座標 ［T = (0; 1;    ; n)］を次のよう
に定義する．
r = Q   ;  = Q 1  r (6.75)
r = Q 1T r ; rT =r T Q 1 (6.76)
ただし，外部直角座標系において，rj と j はそれぞれ rj = (xj ; yj ; zj)，
j = (Xj ; Yj ; Zj)と書ける．
高分子溶液の粘弾性を考える場合には，高分子鎖が存在しない時の溶媒
の流れ v0j として，次のように与えられる強度 gを持つ剪断流（5.4）を考
える．
g = g0 e
i!t (6.77)
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基準座標系で書いた溶媒の流れ v0 は v























ただし，rj = rj である．
式（5.5）より，（複素）固有粘度 []は次のように書ける．
[] =   NA
M0g
hyT  Fxi (6.80)
ここで，xT = (x0; x1;    ; xn)であり，F Tx = (F0x; F1x;    ; Fnx)は次の
ように与えられる．
Fx =  A  x  kBTrx lnP (6.81)
ただし，r Tx = (@=@x0; @=@x1;    ; @=@xn)である． hyT Fxiを基準座
標を用いて書くと，次のようになる．
 hyT  Fxi =
Z
(yT A  x+ kBTyT rx lnP )Pdr











hXjYji+ ghY 2j i (6.83)





































式（6.85），（6.86）中のXj0と Yj0はそれぞれXj と Yj の時刻 t = 0にお
ける初期値である．






















ここで，Rは気体定数であり，[]0 は ! = 0のときの固有粘度である．
複素固有粘度 []と複素固有剛性率 [G]の実部と虚部をそれぞれ次のよ
うに定義する．
[] = [0]  i[00] (6.89)
[G] = [G0] + i[G00] (6.90)
[G0]と [00]，[G00]と [0]の間にはそれぞれ次のような関係がある．























H A j = jj ; (6.93)
ここで，j = (0j ; 1j ;    ; nj) は固有値 j に付随する固有ベクトルで
あり，変換行列Qは j の要素 ij を ij 要素とする行列である．
固有値問題において添字 j は本質的ではないのでそれを省略し，さら
に nが非常に大きい場合を考えているので，r = 2i=n   1の置き換え，






















0(0) = 0(1) = 0 (6.97)
当然のことながら，式（6.94），（6.96）のいずれを用いても同じ固有値列が
得られ，動的物理量の理論値は一致する．ただし，固有関数（固有ベクト








2j2=n2 (j = 0; 1;    ; n) (6.98)
式（6.94）を用いたときの固有関数は次のようになる．
j(r) = (2=n)
1=2 cos(jr=2) for even j





有関数（free-draining eigenfunctions）と呼ぶ．この固有関数は，h 6= 0の
場合の近似関数としても有用である．










ijj (i = 0; 1;    ; n) (6.102)
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j = 0 1 2 3
図 6.1 基準座標．
ただし，ij = j(x)（x = i=n）である．式（6.100），（6.102）より，あ







を Fourier展開（Rouse素抜け固有関数展開）すると，展開係数 ajk に対
して次のような連立方程式が得られる．
G  aj = 0jaj (6.103)

























t 1=2 sin t dt (6.107)
計算結果を式（5.30）の形で書くと，Flory{Fox因子 0 の値は次のよ
うになる．
0 = 2:84 1023 (h =1; Zimm) (6.108)








近似（Hearst近似 8）を用いると，式（6.105）においてGjk（j 6= k）の
寄与は消えるので，0j は次のように書ける．
0j = Gjj (6.110)
比較のために，非素抜け極限における ZimmとHearstの 0j 値を表 6.1 に
示す．この近似を用いたときの 0 値は次のようになる．
0 = 2:818 1023 (h =1; Hearst) (6.111)










(for any h) (6.112)
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並進摩擦係数 t と回転摩擦係数 r を持つ，したがって並進と回転の 6
個の自由度を持つ n個の剛体を長さ lの結合で繋いだモデルを考える．さ
らに，モデルの整合性の目的のために，並進の自由度のみを持つビーズ
（t）を鎖の終端に付ける．外部直角座標系における i番目（1  p  n）
の剛体の中心の座標を riとし，それに固定した局所直角座標系 (i; i; i)
の外部直角座標系に対する Euler角 
i = (i; i;  i)でその配向を表す．
したがって，拘束を考えない場合の全空間の次元数は 6n+ 3となる．こ
の中，3個の自由度は終端に付けたビーズに付随する．




























































ngの分布関数 P (Rc; f
ng; t)を次のように書く．
P (Rc; f










 Dcr 2c + L

(Rc; f
ng; t) = 0 (6.118)
ここで，Dc は前章で現れた並進拡散係数であり，rc = @=@Rc である．
また，Lは f
ngに関する拡散演算子であり，次のように定義される．
L =  kBT 1r P  1eq
nX
i;j=1
LiPeq Mij  Lj (6.119)
Liは 
iの関数に作用する角運動量演算子であり，式（3.44）で定義され
る．また，Mij は次のように定義される 3 3行列である．
Mij = ijI E Tj  (C 1)ij Ej (6.120)
ここで，Iは 3 3単位行列である．また，Ei は，その成分が 
i の関数
である，3  3行列，Cは f



































場合，(t) =(0; t) と書くことにする．
任意の力学変数 Aは  の関数であるので， を通して，0と tの関数
となる．




A(0; 0)A(0; t) feq(0) d0 (6.A.3)
ここで，feq()は  の平衡分布関数である．






f(; t) = 0 (6.A.4)
ここで，iは虚数単位であり，Liouville演算子 iLは次のように定義される．

















fj =  rRjU (6.A.6)





















G(j0; t) = (t) (   0) (6.A.9)
G(j0; t)の形式解は次のように書かれる．
G(j0; t) = e iLtG(0j; 0)
= e iLt(   0) (6.A.10)
また，t = 0のときに 0 であった系に対して，時刻 tにおける力学変数
A(0; t)は G(j0; t)を用いて次のように書かれる．
A(0; t) =
Z



















(rpjH)  (rRjA)  (rRjH)  (rpjA)
i





























この表記は，角振動数 ! の周期的な小さい力が働くときの  を与えるも



















hp(t)  p(t0)i dt dt0 (6.B.3)
























p(0)  hp(t)i1 = p 20 e t=m (6.B.6)
hjp(0)j2i = 3mkBT であることに留意すると，pの時間相関関数は次のよ
うに書ける．
hp(0)  p(t)i = 3mkBTe t=m (6.B.7)
これを式（6.B.5）に代入しても，Einsteinの関係（6.39）が得られる．
式（6.26）の第 1式において，hjp(t)j2i = hjp(0)j2i = 3mkBT，C = 2kBT











e(=m)( s+2t)   e(=m)shA(0) A(s)ids
(6.B.8)
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p を単位として時間を，また pの各成分の根平均値 p =
p
2mkBT を単
位として p を，さらに p の間に速度
p












P (R;p; t) = 0 (6.C.1)
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微分演算子 Lは次のように与えられる．
L = L0 + L (6.C.2)
L0 = 12r 2p +rp  p (6.C.3)
L =  p  rR  K  rp (6.C.4)






G(R;pjp0; t) = (t) (R) (p  p0) (6.C.5)
pの初期分布がMaxwell分布  eq(p0) =  3=2e p
2






























Hn(x)Hn0(x) dx = nn0
Hn(p)を次のように定義する．
Hn(p) = Hnx(px)Hny (py)Hnz (pz) (6.C.8)
162 6章 動的性質


















G(R;pjp0; t)Hn(p) e p 20 Hn0(p0) dp dp0 (6.C.12)
また，式（6.C.6）より，G(R;p; t)の展開形は次のように書かれる．
G(R;p; t) =  3=4
X
n
Gn0(R; t) e p2Hn(p) (6.C.13)
さらに，初期条件 (p  p0)は次のように書くことができるので，3章で
説明した連続鎖の場合と同様に理論を展開することが可能である．

















したがって，P に補完的な射影演算子 P 0 = 1   P は次のように定義さ
れる．






定義より，互いに補完的な二つの射影演算子 P，P 0 は次の性質を持つ．
P2 = P; P 02 = P 0
PP 0 = P 0P = 0
G(R;pjp0; t)あるいはG(R;p; t)の FP方程式に，P，P 0を作用させ，




PG = PLPG+ PLP 0G
@
@t










0LP 0LPG(s) ds (6.C.19)
G(R;pjp0; t)，G(R;p; t)に対して P を作用させると，それぞれ次のよ
うになる．
PG(R;pjp0; t) =  3=4
X
n
G0n(R; t) e p2Hn(p0) (6.C.20)
PG(R;p; t) =  3=2G00(R; t) e p2 (6.C.21)
L0 の性質（6.C.10）と P の定義（6.C.15）より，R と p の任意の関数
f(R;p)に対して次の関係が成り立つ．




PLPG = 0 (6.C.23)

















PG(t) = P L
Z t
0
e(t s)L0LPG(s) ds+ P LetL0P 0G(0) (6.C.26)
ただし，P 0L0f = (1  P)L0f = L0f であることを用いた．Lの高次項
を無視したことは，lに比べて非常に長いスケールでの PGの分布のみを
問題とし，空間スケールに対する粗視化を行ったことになっている．
G(R;pjp0; t)，G(R;p; t)を pについて積分して得られる Rのみの分
布関数をそれぞれ G(Rjp0; t)，G(R; t)と書く． Gと PGの間にはそれぞ
れ次の関係が成り立つ．






G(R; t) = G00(R; t) = 3=2ep2PG(R;p; t) (6.C.28)
いずれの場合も，PG =  3=2e p2 Gと書け， G は pに依存しないので，








2rR  e t(rR   2K) (6.C.29)
式（6.C.26）右辺第 2項は，運動量pの初期分布の影響を表しており，G(0)






G(t) = 12rR 
Z t
0
e (t s)(rR   2K) G(s) ds+ Ce t (6.C.30)
ただし，G(0) =  eq のときの係数 C は 0である．
式（6.C.30）を導くのに，長さの単位としている l程度のRの変化では
Gも V もほとんど変化しないことを仮定したが，この仮定は，時間の単
位としている p程度の tの変化では Gがほとんど変化しないことを意味
する．したがって，式（6.C.30）右辺第 1項に含まれる因子 e (t s) G(s)
は実質的には e (t s) G(t)と置き換えることができる．さらに，同じ理由
から，右辺第 2項 Ce t を 0と置いてよい． G(t)の時間変化を問題とす
るときの時間スケール rが pに比べて非常に大きいため，そのような時
間スケールで Brown粒子の運動をみたとき，pは瞬時に平衡分布になる．
したがって，2種類の Gの区別はなくなり，ともにRの分布関数 P (R; t)
となる．このような時間スケールに対する粗視化を行うと，式（6.C.30）
から P (R; t)の時間発展を記述する拡散方程式が得られる．
@
@t







rR  pp+K  (I  2pp)
i
 e t(rR   2K)
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